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Abstract 
Equation Telegraph is one of type from wave equation. Solving of the wave equation obtainable 
by using Green's function with the method of boundary condition problem. This research aim to to 
show the process obtain;get the mathematical formula from wave equation and also know the form of 
solution of wave equation by using Green's function. Result of analysis indicate that the process get 
the mathematical formula from wave equation from applicable Green's function in equation which 
deal with the wave equation, that is applied in equation Telegraph. 
Solution started with searching public form from Green's function, hereinafter look for the 
solving of wave equation in Green's function. Application from the wave equation used to look for the 
solving of equation Telegraph. 
Result from equation Telegraph which have been obtained will be shown in the form of picture 
(knowable to simulasi) so that form of the the equation Telegraph. 
Keyword: Green's function, wave equation, equation Telegraph. 
 
1. PENDAHULUAN 
Fungsi Green merupakan suatu fungsi yang mempunyai kriteria khusus. Fungsi Green 
juga dapat digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial parsial: persamaan 
Gelombang dan persamaan Panas. Cabang dari persamaan Gelombang ada beberapa 
persamaan diantaranya persamaan Schrodinger dan persamaan Telegraph. 
Persamaan Telegraph adalah persamaan yang diambil sebagai aplikasi dari persamaan 
Gelombang yang diselesaikan dengan fungsi Green dengan metode masalah syarat batas dari 
persamaan diferensial. 
 
2. PERSAMAAN TELEGRAPH 
Suatu aliran listrik pada sebuah kabel dapat diuraikan dengan menggunakan persamaan 
diferensial  parsial 
ݑ௫௫ ൌ ܥܮݑ௧௧ ൅ ሺܴܥ ൅ ܩܮሻݑ௧ ൅ ܴ	ܩ	ݑ 
Persamaan diferensial  parsial di atas disebut dengan Persamaan Telegraph. Dimana ܴ 
adalah suatu daya, ܮ adalah suatu induksi, ܥ adalah suatu kapasitor, dan ܩ adalah suatu 
kebocoran, dari semua bagian tersebut diukur panjangnya (besarnya) dari suatu kabel. Suatu 
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fungsi yang tidak diketahui ݑሺݔ; ݐሻ bisa menggambarkan besarnya tegangan volt atau arus 
pada suatu waktu ݐ, pada posisi ݔ dari suatu kabel tersebut dimana ݐ ൐ 0,െ∞ ൏ ݔ ൏ ∞. 
Untuk memperoleh bentuk yang lebih sesuai dalam menguraikan ini, maka dengan 
memberikan permisalan 
2ߚ ൌ ܴܮ ൅
ܩ
ܥ ,			ܿ
ଶ ൌ 1ܥܮ ,				ߙ ൌ
ܴܩ
ܥܮ	, 
Sehingga menghasilkan persamaan 
ݑ௧௧ ൅ 2ߚݑ௧ ൅ ߙݑ ൌ ܿଶݑ௫௫. (1) 
Dari persamaan menggambarkan 
ߚଶ െ ߙ ൌ 14 ൬
ܴ
ܮ െ
ܩ
ܥ൰
ଶ
 
Dengan demikian hanya membutuhkan penyelesaian dari persamaan (1) dari nilai ߙ dan 
ߚ dengan ketentuan ߚଶ െ ߙ ൒ 0. (1) diselesaikan dari nilai yang berubah-ubah pada ߙ, ߚ. 
Untuk lebih detailnya, dipunyai dua kasus: 
Kasus I : ߚଶ ൐ ߙ 
Kasus II : ߚଶ ൌ ߙ 
Karena persamaan Telegraph merupakan orde dua, maka untuk dasar menetapkan dua 
kondisi awal: 
ݑሺݔ; 0ሻ ൌ ଵ݂ሺݔሻ,																					ݑ௧ሺݔ; 0ሻ ൌ ଶ݂ሺݔሻ 
Persamaan tersebut adalah linear dan homogen, maka pertama dapat menyelesaikannya 
dengan ଵ݂ ൌ 0, kemudian menyelesaikan dengan ଶ݂ ൌ 0, dan menjumlahkan hasil-hasilnya. 
Sebagai pendahuluan penyederhanaan, didefinisikan ݒሺݔ; ݐሻ ൌ ݑሺݔ; ݐሻ݁ఉ௧ transformasi 
dari persamaan Telegraph untuk bentuk khusus dengan ߚ ൌ 0, supaya persamaan menjadi 
ݒ௧௧ ൌ ܿଶݒ௫௫ ൅ ݇ଶݒ, yang sesuai untuk kasus 1.  
1. Kasus I 
Pada kasus 1 yaitu ߙ ൏ ߚଶ, yang merupakan masalah nilai awal dari 
ݒ௧௧ െ ܿଶݒ௫௫ ൌ ݇ଶݒ 
Dengan 
ݒሺݔ; 0ሻ ൌ ଵ݂ሺݔሻ,																					ݒ௧ሺݔ; 0ሻ ൌ ଶ݂ሺݔሻ 
Untuk menghubungkan susunan tersebut pada persamaan gelombang, dimasukkan 
sebuah variabel baru yang bebas yaitu ݕ dan fungsi menjadi 
ݓሺݔ, ݕ; ݐሻ ൌ ݒሺݔ; ݐሻ݁ሺ௞௬௖ ሻ 
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Untuk fungsi ini, dipunyai ݓ௧௧ ൌ ݒ௧௧݁ሺ
ೖ೤
೎ ሻ ,  ݓ௫௫ ൌ ݒ௫௫݁ሺ
ೖ೤
೎ ሻ ,  ݓ௬௬ ൌ ሺ݇/ܿሻଶݒ݁ሺ
ೖ೤
೎ ሻ, 
sehingga persamaan menjadi 
ݓ௧௧ െ ܿଶ൫ݓ௫௫ ൅ ݓ௬௬൯ ൌ 0 
Dengan 
ݓሺݔ, ݕ; 0ሻ ൌ ଵ݂ሺݔሻ݁ሺ
௞௬
௖ ሻ,																					ݓ௧ሺݔ, ݕ; 0ሻ ൌ ଶ݂ሺݔሻ݁ሺ
௞௬
௖ ሻ 
Persamaan gelombang ini diselesaikan dengan formula 
ݓሺݔ, ݕ; ݐሻ ൌ ݀݀ݐ ሺݐܯ௖௧ܨଵሻ ൅ ݐܯ௖௧ܨଶ 
Dimana ܨଵሺݔ, ݕሻ ൌ ଵ݂݁ሺ
ೖ೤
೎ ሻ, ܨଶሺݔ, ݕሻ ൌ ଶ݂݁ሺ
ೖ೤
೎ ሻ. 
Nilai operator rata-rata-nya adalah dinyatakan dari: 
ܯ௖௧ܨ௜ሺݔ, ݕሻ ൌ 12ߨܿݐ ඵ
ܨ௜ሺݔ ൅ ߦଵ, ݕ ൅ ߦଶሻ	݀ߦଵ݀ߦଶ
ඥሺܿݐሻଶ െ ߦଵଶ െ ߦଶଶ|క|ழ௖௧
															݅ ൌ 1, 2 
		ൌ 12ߨܿݐ ඵ
௜݂ሺݔ ൅ ߦଵሻ݁ሺ
௞
௖ሻሺ௬ାకమሻ
ඥሺܿݐሻଶ െ ߦଵଶ െ ߦଶଶ|క|ழ௖௧
݀ߦଵ݀ߦଶ (2) 
Untuk memperkirakan integral ߦଶ, didefinisikan variabel baru dari pengintegralan 
dengan formula ߦଶ ൌ ඥሺܿݐሻଶ െ ߦଵଶ cos θ	, 0 ൏ ߠ ൏ ߨ,  untuk mendapatkan 
න ݁
ቀ௞௖ቁሺ௬ାకమሻ
ඥሺܿݐሻଶ െ ߦଵଶ െ ߦଶଶ|కమ|ழටሺ௖௧ሻమିకభమ
	݀ߦଶ ൌ ݁ቀ
௞௬
௖ ቁ න ݁ቀ
௞
௖ቁටሺ௖௧ሻమିకభమ ୡ୭ୱఏ
గ
଴
	݀ߠ 
Pembuktian: 
ߦଶ 			ൌ ටሺܿݐሻଶ െ ߦଵଶ cos θ 																			݀ߦଶ ൌ െටሺܿݐሻଶ െ ߦଵଶ sin θ 		݀θ 
ሺߦଶሻଶ ൌ ቆටሺܿݐሻଶ െ ߦଵଶ cos θቇ
ଶ
 
	ൌ ൫ሺሺܿݐሻଶ െ ߦଵଶሻ cosଶ θ൯ 
	ൌ ሺcosଶ θ ሺܿݐሻଶ െ cosଶ θ 	ߦଵଶሻ 
ටሺܿݐሻଶ െ ߦଵଶ െ ߦଶଶ ൌ ටሺܿݐሻଶ െ ߦଵଶ െ ሺcosଶ θ ሺܿݐሻଶ െ cosଶ θ 	ߦଵଶሻ 
													ൌ ටsinଶ ߠ ሺሺܿݐሻଶ െ ߦଵଶሻ 
												ൌ sin ߠ ටሺܿݐሻଶ െ ߦଵଶ 
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න ݁
ቀ௞௖ቁሺ௬ାకమሻ
ඥሺܿݐሻଶ െ ߦଵଶ െ ߦଶଶ|కమ|ழටሺ௖௧ሻమିకభమ
	݀ߦଶ ൌ න ݁
ሺ௞௬ା௞కమ௖ ሻ
ඥሺܿݐሻଶ െ ߦଵଶ െ ߦଶଶ|కమ|ழටሺ௖௧ሻమିకభమ
	݀ߦଶ 
ൌ ݁ቀ௞௬௖ ቁ න ݁
൬௞కమ௖ ൰
ඥሺܿݐሻଶ െ ߦଵଶ െ ߦଶଶ|కమ|ழටሺ௖௧ሻమିకభమ
	݀ߦଶ 
ൌ ݁ቀ௞௬௖ ቁ න ݁ۉ
ۈ
ۇ௞ቆටሺ௖௧ሻమିకభమ ୡ୭ୱ஘ቇ
௖
ی
ۋ
ۊ
sin ߠ ඥሺܿݐሻଶ െ ߦଵଶቤටሺ௖௧ሻమିకభమ ୡ୭ୱ஘ቤழටሺ௖௧ሻమିకభమ
	ቆെටሺܿݐሻଶ െ ߦଵଶ sin θቇ 		݀θ 
ൌ ݁ቀ௞௬௖ ቁ න
ۉ
ۈۈ
ۈ
ۇ
െ݁ۉ
ۈ
ۇ௞ቆටሺ௖௧ሻమିకభమ ୡ୭ୱ஘ቇ
௖
ی
ۋ
ۊ
ی
ۋۋ
ۋ
ۊ
|ୡ୭ୱఏ|ஸଵ
			݀θ 
ൌ ݁ቀ௞௬௖ ቁ න ݁ቀ
௞
௖ቁටሺ௖௧ሻమିకభమ ୡ୭ୱఏ
గ
଴
݀ߠ (3) 
 
Hasil dari integral (3) telah diketahui pada fungsi Bessel, ܫ଴ ൬ቀ௞௖ቁඥሺܿݐሻଶ െ ߦଵଶ൰. 
Menurut Fungsi Bessel : 
ܬ଴ሺݔሻ ൌ 12ߨ න cosሺݔ cos ߠሻ
గ
ିగ
	݀ߠ 
ܫ଴ ൭൬݇ܿ൰ටሺܿݐሻଶ െ ߦଵ
ଶ൱ ൌ 12ߨන ݁
ቀ௞௖ቁටሺ௖௧ሻమିకభమ ୡ୭ୱఏ
గ
ିగ
	݀ߠ 
																																ൌ 12ߨ න cos ൭൬
݇
ܿ൰ටሺܿݐሻଶ െ ߦଵ
ଶ cos ߠ൱
గ
ିగ
	݀ߠ 
	ܫ଴ ൭൬݇ܿ൰ටሺܿݐሻଶ െ ߦଵ
ଶ൱ 	ൌ 1ߨ ൥න cos ൭൬
݇
ܿ൰ටሺܿݐሻଶ െ ߦଵ
ଶ cos ߠ൱
గ
଴
	݀ߠ൩ 
ߨ	ܫ଴ ൭൬݇ܿ൰ටሺܿݐሻଶ െ ߦଵ
ଶ൱ ൌ න cos൭൬݇ܿ൰ටሺܿݐሻଶ െ ߦଵ
ଶ cos ߠ൱
గ
଴
	݀ߠ 
Dengan demikian diperoleh 
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ܯ௖௧ܨ௜ሺݔ, ݕሻ ൌ 12ߨܿݐ ඵ
௜݂ሺݔ ൅ ߦଵሻ݁ቀ
௞
௖ቁሺ௬ାకమሻ
ඥሺܿݐሻଶ െ ߦଵଶ െ ߦଶଶ|క|ழ௖௧
݀ߦଵ݀ߦଶ 
												ൌ 12ߨܿݐ න ௜݂ሺݔ ൅ ߦଵሻ
௖௧
ି௖௧
݀ߦଵ න ݁
ቀ௞௖ቁሺ௬ାకమሻ
ඥሺܿݐሻଶ െ ߦଵଶ െ ߦଶଶ
|క|ழටሺ௖௧ሻమିకభమ
݀ߦଶ 
												ൌ 12ߨܿݐ න ௜݂ሺݔ ൅ ߦଵሻ
௖௧
ି௖௧
݀ߦଵ	݁ቀ
௞௬
௖ ቁ න ݁ቀ
௞
௖ቁටሺ௖௧ሻమିకభమ ୡ୭ୱఏ
గ
଴
	݀ߠ 
												ൌ ݁ቀ௞௬௖ ቁ 12ߨܿݐන ௜݂ሺݔ ൅ ߦଵሻ
௖௧
ି௖௧
݀ߦଵ	ߨ	ܫ଴ ൭൬݇ܿ൰ටሺܿݐሻଶ െ ߦଵ
ଶ൱ 
        ൌ ݁ቀೖ೤೎ ቁ ଵଶ௖௧ ׬ ௜݂ሺݔ ൅ ߦଵሻ
௖௧
ି௖௧ ܫ଴ ቀ௞௖ ඥሺܿݐሻଶ െ ߦଵଶቁ ݀ߦଵ (4) 
Dengan mengeluarkan faktor ݁ቀೖ೤೎ ቁ, didapatkan penyelesaian persamaan Telegraph 
dengan ଵ݂ ൌ 0. Untuk menemukan penyelesaian yang lebih umum, dibutuhkan 
mendiferensialkan integral tersebut terhadap  ݐ: 
݀
݀ݐ ሺݐܯ௖௧ ௜݂ሻ
ൌ 	 12ܿ ሾ ௜݂ሺݔ ൅ ܿݐሻ ൅ ௜݂ሺݔ െ ܿݐሻሿ
൅	 12ܿ න ௜݂ሺݔ ൅ ߦଵሻ
௖௧
ି௖௧
݀
݀ݐ ቊܫ଴ ቈ
݇
ܿ ටሺܿݐሻଶ െ ߦଵ
ଶ቉ቋ ݀ߦଵ 
Akan tetapi turunan dari fungsi Bessel  ܫ଴ adalah fungsi Bessel ܫଵ: ܫ଴ᇱ ൌ ܫଵ. Dengan 
demikian disimpulkan bahwa 
݀
݀ݐ ሺݐܯ௖௧ ௜݂ሻ ൌ
1
2ܿ ሾ ௜݂ሺݔ ൅ ܿݐሻ ൅ ௜݂ሺݔ െ ܿݐሻሿ
൅ ݇2න ௜݂ሺݔ ൅ ߦሻ
௖௧
ି௖௧
ܫଵ ൤݇ܿ ඥሺܿݐሻଶ െ ߦଶ൨ ݀ߦ 
(5) 
Gambaran secara jelas dari penyelesaian persamaan Telegraph  
ݒ௧௧ െ ܿଶݒ௫௫ ൌ ݇ଶݒ  dengan ݒሺݔ; 0ሻ ൌ ଵ݂ሺݔሻ, ݒ௧ሺݔ; 0ሻ ൌ ଶ݂ሺݔሻ seperti yang ditunjukkan oleh 
ݒሺݔ; ݐሻ ൌ 12ܿ න ଶ݂ሺݔ ൅ ߦሻ
௖௧
ି௖௧
ܫ଴ ൤݇ܿ ඥሺܿݐሻଶ െ ߦଶ൨ ݀ߦ
൅ 12ܿ ሾ ଵ݂ሺݔ ൅ ܿݐሻ ൅ ଵ݂ሺݔ െ ܿݐሻሿ
൅ ݇2න ଶ݂ሺݔ ൅ ߦሻ
௖௧
ି௖௧
ܫଵ ൤݇ܿ ඥሺܿݐሻଶ െ ߦଶ൨ ݀ߦ 
(6) 
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2. Kasus II 
Pada kasus 2 yaitu ߙ ൌ ߚଶ, yang merupakan masalah nilai awal dari 
ݒ௧௧ െ ܿଶݒ௫௫ ൌ 0 (7) 
Dengan 
ݒሺݔ; 0ሻ ൌ ଵ݂ሺݔሻ,																					ݒ௧ሺݔ; 0ሻ ൌ ଶ݂ሺݔሻ 
Untuk menyelesaikan (7) digunakan Transformasi Fourier 
ܨ௞ሺߤሻ ൌ 12ߨන ݁
ି௜ఓ௫
ஶ
ିஶ
௜݂ሺݔሻ݀ݔ ݇ ൌ 1, 2 (8) 
Dengan membalikkan formula, sehingga diperoleh 
௞݂ሺݔሻ ൌ න ݁௜ఓ௫
ஶ
ିஶ
ܨ௜ሺߤሻ݀ߤ ݇ ൌ 1, 2 (9) 
Gambaran Fourier yang diinginkan dari penyelesaian ݒ adalah 
ݒሺݔ; ݐሻ ൌ න ܸሺߤ, ݐሻ
ஶ
ିஶ
݁௜ఓ௫ ݀ߤ (10) 
Dimana  ܸሺߤ, ݐሻ adalah fungsi yang akan ditentukan. Untuk melakukan ini, (10) 
disubsitusikan ke dalam persamaan gelombang (7) 
0 ൌ ቈන ௧ܸ௧ሺߤ; ݐሻ
ஶ
ିஶ
൅ ܿଶߤଶܸሺߤ; ݐሻ቉ ݁௜ఓ௫	݀ߤ 
Ini diperlukan oleh ܸ untuk menyelesaikan persamaan diferensial  biasa 
௧ܸ௧ ൅ ܿଶߤଶܸሺߤ; ݐሻ=0 
Sehingga 
ܸሺߤ; ݐሻ ൌ ܣሺߤሻ cos ߤܿݐ ൅ ܤሺߤሻ sin ߤܿݐ (11) 
Untuk memperoleh ܣሺߤሻ dan ܤሺߤሻ, diberikan ݐ ൌ 0 pada (10) dan (11) 
ݒሺݔ; 0ሻ ൌ න ܣሺߤሻ
ஶ
ିஶ
݁௜ఓ௫	݀ߤ	,									ݒ௧ሺݔ; 0ሻ ൌ න ߤܿܤሺߤሻ
ஶ
ିஶ
݁௜ఓ௫	݀ߤ 
Membandingkan dengan (9) dan kondisi awal dari (7), dipunyai 
ܨଵሺߤሻ ൌ ܣሺߤሻ,																			ܨଶሺߤሻ=	ߤܿܤሺߤሻ 
Disubsitusikan ke dalam (11) dan mengembalikan dari (10). Diperoleh gambaran 
Fourier 
ݒሺݔ; ݐሻ ൌ න ൤ܨଵሺߤሻ cos ߤܿݐ ൅ ܨଶሺߤሻ sin ߤܿݐߤܿ ൨
ஶ
ିஶ
݁௜ఓ௫ ݀ߤ (12) 
Dengan menggunakan (12) didapatkan gambaran yang berhubungannya dengan fungsi-
fungsi ଵ݂ሺݔሻ, ଶ݂ሺݔሻ yang telah diberikan. Ingat kembali bahwa 
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cos ߠ ൌ 12 ൫݁
௜ఏ ൅ ݁ି௜ఏ൯														sin ߠ ൌ 12݅ ൫݁
௜ఏ െ ݁ି௜ఏ൯	 
maka 
න ܨଵሺߤሻ cos ߤܿݐ
ஶ
ିஶ
݁௜ఓ௫	݀ߤ ൌ න ܨଵሺߤሻ 12 ൫݁
௜ఓ௖௧ ൅ ݁ି௜ఓ௖௧൯
ஶ
ିஶ
݁௜ఓ௫	݀ߤ 
ൌ 12න ܨଵሺߤሻ൫݁
௜ఓሺ௫ା௖௧ሻ ൅ ݁ି௜ఓሺ௫ି௖௧ሻ൯
ஶ
ିஶ
	݀ߤ 
ൌ 12 ሾ ଵ݂ሺݔ ൅ ܿݐሻ ൅ ଵ݂ሺݔ െ ܿݐሻሿ	. 
Dengan cara yang sama 
න ܨଶሺߤሻ sin ߤܿݐߤܿ
ஶ
ିஶ
݁௜ఓ௫	݀ߤ ൌ න ܨଶሺߤሻ 12 ቆ
݁௜ఓ௖௧ െ ݁ି௜ఓ௖௧
݅ߤܿ ቇ
ஶ
ିஶ
݁௜ఓ௫	݀ߤ 
 ൌ ଵଶ ׬ ܨଶሺߤሻ ቀ
௘೔ഋሺೣశ೎೟ሻି௘೔ഋሺೣష೎೟ሻ
௜ఓ௖ ቁ
ஶ
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Dari hasil di atas jika keduanya dijumlahkan maka akan diperoleh: 
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Inilah bentuk persamaan Telegraph pada saat kasus II. 
 
3. SIMULASI PERSAMAAN TELEGRAPH 
Simulasi, pada penelitian ini adalah bentuk (gambar) dari persamaan telegraph setelah 
di-plot ke dalam salah satu software ternama yaitu Mathematica versi 6, sehingga diketahui 
bentuk dari persamaan Telegraph berdasar dari persamaan yang telah didapatkan di atas. 
Sebagai langkah awal untuk mencari simulasi persamaan Telegraph ini, dimasukkan 
suatu nilai (angka) pada variabel. 
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